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Espaces de Hilbert*

Thomas Pellegrin
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Notes pour la séance de tutorat du 30 septembre 2024, sur le CC1 de L3 mathématiques. Sujets
abordés : opérateurs hermitiens, formalisme des bras-kets, changements de bases.

Soit un espace de Hilbert de dimension deux, sous-tendu par les vecteurs de la base orthonormée B = {|1), |{)}.
1 1 )
ﬁ(m + H)) et |-) = ﬁ(m — 4 ), et les opérateurs :

On définit les vecteurs |+) =

Se=d(mu+mar) 8= (ma-mal) 8= 2(mu-mw) (1)

Question 1: Rappeler la définition d’'un opérateur hermitique.

H est un opérateur hermitique (ou hermitien) s’il vérifie : H = Hi.
Autrement dit, H est hermitique s’il est égal & son adjoint.

Question 2: Rappeler la définition d’un opérateur unitaire.

U est un opérateur unitaire il vérifie : UUT = UTU = 1.

De maniere équivalente, U est unitaire s’il est inversible et que U~1 = UT.
Question 3: Rappeler la définition du produit scalaire hermitien.

Notons H l'espace de Hilbert considéré. L’application (.|.) : H? — C est un produit scalaire hermitien si c’est
une forme hermitienne définie positive :

— forme hermitienne :

— & valeur dans le corps de référence : V(z,y) € H2, (z|y) € C
— propriété de symétrie : V(z,y) € H2, (z]y) = (y|z)”
(ot z* désigne le conjugué complexe de z)
— linéarité a droite : V(z,y,2) € H%, VA € C, (z]y + Az) = (z|y) + A (z]2)
— positive : Vz € E, (z|z) > 0
— définie : Vx € E,(z]z) =0 = 2 =0

NB : On oublie souvent de préciser qu'un produit scalaire, qu’il soit réel ou complexe, est avant tout une fonc-
tionnelle, c’est-a-dire une application & valeur dans le corps de référence. Les physiciens quanticiens chevronnés vous
diront que c’est implicite, mais en maths on se doit d’étre rigoureux :P

Question 4: Montrer que (|6) (¥])" = [¢) (4.

Soit I'opérateur O = |¢) (1|. On veut montrer que OF = [1)) (¢|.

* Organisé par le Pole Tutorat de la Faculté de Physique et Ingénierie, Université de Strasbourg.



On part de la définition de I’adjoint d’un opérateur :

(| O [y) = (y| Ola)"
= ({yle) (Wlz))"
par distributivité de la conjugaison complexe sur la
= (ylo)” (Wle)” multiplication des scalaires
= (¢|y) (z|) par définition du produit scalaire hermitien
= (z | Yoly) par commutativité de la multiplication des scalaires
= (:)T

On identifie ainsi OT = |¢) (¢].

Question 5: Montrer que S, Sy et S. sont hermitiques.

On calcule :
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Question 6: Donner les expressions de (S5) et (SZ) et (S5), les matrices représentant les opérateurs Sy
S, et S, dans la base B.

Les matrices des opérateurs S; (ot i € {z,y, 2z}) dans la base B prennent la forme :

<m@¢>m@m>
UFADRIEAN



On calcule donc, en utilisant le caractére orthonormal de la base {|1), [{)} :

Smy=s(mu+madm 8=

i
=5 (10 g+ 1 i) = 2 (i @+ i)
=0 =i -1 =0
h h
=5 1) =3 1)
0
Ce qui donne la matrice : | (S5) = (h 2)
3 0
Et de méme pour les opérateurs Sy et S, :
S =g (ME-Wa)m 8= g( YO,
= 2 (g -w ) = 2 (m - )
=0 =1 -0
h h
=5 :%m
N i B
S =g(INa—We)m S =5(ma-e)w
= 2 gm -1 em) = 2 -1 n)
=1 =0 =0 =1
h h
) ") D) 1)

v1) e
= (55)( 2 (89)=

NB : Tous les calculs sont ici détaillés, cependant pour ce genre de questions ou 'on demande de ” donner” plusieurs
résultats (la formulation a son importance) et ou tous les calculs sont treés similaires, on peut évidemment gagner du
temps en ne détaillant qu’un calcul puis en utilisant un argument de similarité. Pour un devoir d’une heure, il ne faut
pas hésiter a récupérer du temps ot on le peut!




Question 7: En utilisant les expressions (1), montrer que [S'I, §y} = ihS,.

On calcule le commutateur de S, et S, :

[80,8,) = 8.8, - 8,5,
= 20 10 1) (0 40t = 103 1) = 2 (10 = 10 o1 ) 2 (1 0+ €11 )
— 2 (10 1 61 = 1) G410 01+ 10 i) 41— 1 Gl )
i —~ ——

~—~— =

=0 =1 =0

— S (11 1) GO+ 19 Gl €11 = I {0113 G = 40 Gk €11

jnry jncy jncy =3
2 2
=2 (=) - (10 = 1 )

—-Z(ma-mw)

Question 8: Retrouver le résultat de la question précédente en utilisant les matrices (55) et (S5) et (S%).

On calcule ici le commutateur des matrices (S5) et (S5) :

[(52), ()] = (S2)(

Question 9: Montrer que B’ = {|+), |—)} constitue également une base orthonormée de I’espace de Hilbert
considéré ici.
Vérifions d’abord que les vecteurs |+) et |—) forment une famille orthogonale :
1 1
ﬁ(ﬁl + <H) ﬁ(lﬂ - |¢>)
(4110 = ) + U — b )

(1-0+0—1)

(+-) =

N — N —



Vérifions ensuite que cette famille soit bien orthonormée :

= s (aa) Z(mem) o= (a-w) (n-w)
= 2 (440 + D+ iy + ) = 2 (I — (1) — () + ()
:%(1+0+0+1) :%(1—0—0+1)

[=1] =1]

Ainsi B = {|+),|—)} est une famille orthonormée de deux vecteurs de H, et on a dim(H) = 2, c’est donc une
base orthonormée de .

Question 10: Donner les expressions de (S5') et (SZ') et (SZ'), les matrices représantant les opérateurs
S, S'y et S. dans la base B'.

Les matrices des opérateurs S; (on ¢ € {z,y, z}) dans la base B’ prennent la forme :

CH%HHH%F»
(= Si|+) (=[Sil=)

On procede donc de la méme maniere qu’a la question 6 :

Sebe) = (M W+ 1) (1 -+ 1)
75 (1) Q)+ I 1)+ 1) Q)+ 1) 1)
== (1h+10)
_h
—§|+>

Sel=y = 2(my @+ ) == (1t - 1)
=i%0wggﬂwmw—mum—mwm)
= 55(—m+)
_h
U

Syl = 2 (11 = 10 ¢t == (1) + 19
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= s (~1h+1t)



h 1
Syl=) =g (D W= ) —= (1 =
h
= f('ﬂ%t? Mi'? mﬁHWT?)
7( b —11)
h
—— |+)
S0 =5 (M=) 7 (10 +10)
h
-5 (11 @ ~ 1) <f|? +11) <i|i> — 11 <f'f>)
h
= 55N =1)
_h
=2 1=
S =5 (M al - ) Z=(1m-11)
h
-5 (m @ 14 <f|? — 1) @ + 1) W)
h
= 75 (m+1)
_h
—§|+>

h h
:»(sf’)(g Oﬁ) 7 <s$’)(2 O%) , (Sf’)(
2 24

Question 11: Les matrices vues plus haut sont reliées par les relations :

(89) = @' (8N ©). (s7) = @) () (). (57) = (@) (s¥) (V) 2)

Donner I'expression de la matrice (U) et montrer que celle-ci est unitaire.

S NS
SN————

Les matrices (SP) et (SZB/) sont liées par un changement de base. La matrice (U) est donc ici la matrice de
passage de la base B a la base B’, et par définition, elle s’écrit :




(U ) est clairement auto-adjointe, ainsi pour montrer qu’elle est unitaire il suffit de calculer :

11 11

2| V2 V2 V2 V2| (1 0\

(v)" = 1 1 1 1 _<01>_I2
V2 B/ \\B

On a donc bien montré que (U) est inversible et que (U)_1 = (U)T, ainsi (U) est unitaire.

Question 12: On définit les opérateurs S, = S, +iS, et S_ =S, — S,.
(a) Déterminer §T+ et ST
(b) Calculer S |1), Sy [1), S—[1) et S_[1).

(a) On calcule :

§l= (% +i8)" 8 =(8 -8,
=81+ (@Sy)T = Sf - (@Sy)T
:Ar_lAy :Ar"'lAy
— S =S,

Ainsi §+ et S_ sont adjoints I'un de Pautre.

(b) On calcule, en réutilisant les résultats obtenus en question 6 :

S 1) = (8o +5,) ) S+ 1) = (80 +5,) 1)
= S |1) +14Sy 1) = Sz [4) + Sy 11
h e
—Sw+i(-2) W =2 +i(3)m

S_ Ity = (8 —iS,) IN) S = (Se —iS,) 1)
=S |1) =Sy I1) = 8. I1) - 8, |1)
h h
=510 =i(-5)w =2+ (2)m

Question 13: Quelles sont les valeurs propres de 5., ﬁy et 5.7

Reprenons différents résultats obtenus précédement. On a montré que la matrice de S, est diagonale dans la

0

base B’ : (Sf/) = h
2

(=2 S~

A h h
On a donc immédiatement que | Sp(S;) = {—2, 2} L




De la méme maniere, on a montré que la matrice de S, est diagonale dans la base B :

h
5_lg © ; h
(SB) = ) 5 |- On a donc que | Sp(S.) = 35|

2

Il reste a déterminer les valeurs propres de Sy Calculons le polynéme caractéristique de (Sf) :

h
xs, = det (XIo— (5)) = |, % X2<h>2(Xﬁ)(X+ﬁ)
! Y = X 2 2 2

On en déduit ainsi que | Sp(S,) = {—h h} L

Question 14: Quelles sont les vecteurs propres de Seo Sy et 5,7

Les matrices (Sf/) et (SP) étant diagonales respectivement dans les bases B’ et B, on lit directement les
vecteurs propres sur ces bases.

— Pour 5., les vecteurs propres sont |1} (pour la valeur propre %) et ||) (pour —%)
— Pour S, les vecteurs propres sont |+) (pour la valeur propre L) et |—) (pour —2)

Il reste & déterminer les vecteurs propres de S’y a partir de sa matrice (Ség ) Soit v = <z) € C2. Pour la valeur
propre g :
h h
h -5 5 x 0 h h
By _ = 2 2 — _ o= =5
v € ker <(Sy) 2]2) & . <y> <0> ©-5T+ 5y 0o y=iz
T2 2

" 1 .
Le vecteur normalisé |+), = % (z> convient.

!/
De méme, pour la valeur propre —%, soit v/ = (g, € C?, alors :
h
h 5 o x 0 h h
/ B 2 2 _ 1 o r
kaer((Sy)nLQIQ)@ - hZ (y,>(0>¢>2m +2—Z_y—0<i>y7—zx
20 2
L t lisé — (! ient
e vecteur normalisé [—), = 3 | _; ) convient.
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