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RAPPELS D’ANALYSE VECTORIELLE ET TENSORIELLE

Identités vectorielles

AxBxC=(A-C)B-(A-B)C,
V(A-B)=AX (VXB)+Bx (VXA)+(A-V)B+ (B-V)A,
V- (fA)=f(V-A)+(A- V)],
V(AxB)=B-(VxA)-A.(V xB),

VX (fA)=f(VXA)—(AXV)f,
VX(AXxB)=(B:-V)A-(A-V)B+(V-B)A—(V-A)B,
VX (VXA =V(V-A)-V3A.
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Tenseur de Levi-Civita

On définit le tenseur de Levi-Civita par

0 si deux indices sont égaux
€7 =01  si aBy est un permutation paire . (8)
—1 si afvy est un permutation impaire

Soient u et v deux vecteurs 3D, on peut définir le produit vectoriel & partir du tenseur de Levi-Civita :
u x v =e"ugu,e,, (9)

ol la convention de sommation d’Einstein a été utilisé.

Gradient, divergence, rotationnel et Laplacien en coordonnées curvilignes

Soit un point M de coordonnées (u,v,w) dans un référentiel orthonormé (,v,w). On définit le point M’ de
coordonnées (u + du,v 4+ dv, w + dw) comme le déplacement infinitésimal du point M par le vecteur dl définit par

dl = fdut + gdvv + hdww. (10)
En coordonnées cartésiennes, on a :
(0, v, W) = (x,5,2),
—o0 < T, Y,z < +00, (11)
f=19g=1 h=1.

En coordonnées cylindriques, on a :
(0,9, W) = (¥,6,2),
0<r<+4o00, 0<0<2m, —0c0< 2z < +00 (12)
f=1,¢9g=r, h=1.

En coordonnées sphériques, on a :
(ﬁ> v, ‘AV) = (f-7 é7 ‘15)»
0<r<+4o0, 0<0<m 0<p<2nm (13)
f=1,g=r h=rsin(0).



Le gradient est généralement définie par :

VF:laiFA 10F . 10F
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la divergence par :

1 [0 9 9

) (15)
le rotationnel par :
fa gv hu
1
vxa_ Lo 0 0| 1)
fgh| ou Ov Ow
fAL gA, hAy,

et enfin le Laplacien par :

1 [9 OF o (fhoF d (fgOF
vQF_f[3U<fA“3U)+8v(93v)+8w<haw)]' an)

Théoréme de GREEN-OSTROGRADSKI

Soit ¥ la surface fermée entourant 2, pour un vecteur A, on a

#A-dS:// V-Ad’r
> Q

Théoréme de STOKES

(18)

Soit C un chemin fermé entourant la surface X, pour un vecteur A, on a
%A-dl:/ (V x A)-dS
c by

Théoréme de HELMHOLTZ-HODGE

(19)

Soient «(r) un champ scalaire et 3(r) un champ vectoriel tel que V - B(r) = 0, tous deux supposés décroitre a
linfini comme O(r~2). Il existe un unique champ vectoriel A(r) tel que

{V-Am a(r) #

NV Ay PR 20)
Alors :

:—VV()+V><W

i ///Q o Wi =g ///Q e v

I. MILIEUX DIELECTRIQUES

A. Milieux diélectriques et polarisation

Contrairement aux milieux conducteurs, ou le champ électrique et la densité volumique moyenne des charges
électriques sont nuls, un milieu diélectrique est pénétré par un champ électrique qui agis sur les porteurs de charges de



la matiére. Ces porteurs de charges (ions ou électrons) ne peuvent pas se déplacer librement sous 'effet d’'un champ
électrique. Ces charges électriques liées restent attachées aux atomes, molécules ou cristaux. Par conséquent, toutes
les propriétés des diélectrique peuvent s’interpréter par I'apparition dans tout le volume, initialement neutre, d’un
moment dipolaire électrique. C’est le phénoméne de polarisation.

Dans un élément de volume df2, les barycentres des charges positives et négatives, initialement confondus, se séparent
sous l'effet du champ électrique, formant un dipole électrique de moment dipolaire dp = ), dp; (ot p; est le moment
dipolaire généré par chacune des charges dans le volume). On caractérise le milieu par son moment dipolaire par unité
de volume :

dp
P(r)=— 22
0= (22)
La polarisation est une fonction continue possédant des discontinuités aux surfaces. Le potentiel associé est :
Vi) = o P (23)
r =
drey 12

our = [rf| et @, =T

B. Développement multipolaire

Le développement multipolaire permet I'approximation du potentiel d’'un ensemble de charges dans la région de
I’espace loin de cet ensemble. Souvent, ce potentiel est approximé comme Treor loin des charges électriques, mais si
@ = 0 alors cette approximation est mauvaise. On utilise par conséquent I’approximation multipolaire. On considére
une distribution de charges de densité p localisée dans un volume 7 C ). Le potentiel est alors :

Y A= 2y

En général, on a le développement en série entiére :

+oo ANE)
T T (’;) Pa(cos(0)), (25)

n=0

ou les P, sont les polynémes de LEGENDRE. On écrit donc le potentiel comme :

+oo
- 47’:80 Z_:OTT}—H /]/‘QT/nPn(COS(G))p(r’) d3r/ (26)

C’est ’expression multipolaire du potentiel V. On a, aux différents ordre :
— Ordre 0 :

1 Q

dmeg 1

Vr) Wor /// ¥ cos(0)p(r') dr’ (28)

Pour deux charges +@Q) et —(Q situées en +d et —d, la densité de charges s’écrit p(r’) = Q(r' —d) — Qd(r' +d).
On peut alors explicitement calculer que

V(r) = (27)

— Ordre 1 :

1 p'ﬁr

V(r) = 3

29
dweg T (29)



C. Polarisation et potentiel électrostatique dipolaire

1. Potentiel électrostatique créé par un diélectrique polarisé

On considére le potentiel d’un dipdle :

1 p-a, 1 p-r

Vir)= 30
(r) dmeg 12 4dmeg 13 (30)
Le volume d®r’ posséde un moment dipolaire tel que dp = P(r’) d3r’, ainsi
1 ép-(r—1 1 PE')-(r—r'
6V(I‘) _ p (I‘ r ) _ (1" ) (I‘ r ) d3r/ ) (31)

dmeo e —v||® dmeo e o))

~ 4reo /// /H - d’r’ (32)

2. Cas d’une polarisation uniforme

Finalement :

On considére un matériau homogéne dans lequel la polarisation y est uniforme, c’est a dire P(r) = P = cst, alors :

ve) (4wao///g|r“:|| )P o

La partie du potentiel entre parenthéses ressemble & un champ électrique E(r) créé par une charge électrique de
densité volumique p(r) égale a un et répartie sur tout le domaine {2 :

47r60/// ) r_I:|| & 39

Pour calculer le potentiel V', il suffit de calculer ce champ électrique auxiliaire et de le multiplier par la polarisation
P.

3. Distribution de charges équivalentes a la polarisation

On utilise les identités mathématiques suivantes :

1 r—r
V. | = || V-.-(AP)=AV-P+PV)\ (35)

r—r/|| r—r||?

pour écrire

PI)-—r) _ pyy. vrf(l) -V, ( Pir) ) - (V“ ' P<r,)> (36)

e —1'|| [[r =’ [[e =’ [[r — ']

Ainsi, le potentiel peut se réécrire comme :

=g e (o) e L () ()

En utilisant le théoréme de GREEN-OSTROGRADSKI et en posant o;(r) = P(r) - @1, (ou @, est le vecteur unitaire
normal a la surface X) et p;(r) = —V - P(r), on obtient :

= Tneo {///Q Hr—r’ll ' # TeoeT d} (38)




pi(r) représente la densité volumique de charges liées et o;(r) la densité surfacique de charges liées. La distribution

surfacique de charges o; est due a la discontinuité du vecteur polarisation P & la surface ¥ du matériau. En effet,

_ 0P, (r) et

seule la variation de charges suivant z est trés rapide donc p;(r) = 5

0 0
o (r) = / p(r)dz = / _OPw) g, (P.)°. =P(x) - . (39)

e e 0z

Le potentiel d’'un matériau polarisé est donc la somme de deux potentiels produits respectivement par une densité
volumique de charges liées p;(r) et par une densité surfacique de charges liées o;(r).

4. Interprétation des charges liées

En considérant un segment de dipdles alignés, on voit que chaque charge positive annule la charge négative de son
voisin. Aux extrémités, il reste une charge positive d’'un c6té et une charge négative de 'autre. Aucune charge n’a
fait le déplacement total, c’est une suite de petits déplacements qui est responsable de I’état final de I’objet polarisé.
C’est a cause de ces petits déplacements que les charges aux extrémités sont appelées charges liées, pour rappeler que
ces charges ne peuvent étre enlevées du systéme.

En général, soit un domaine €2 du diélectrique, limité par une surface ¥ de grandes dimensions par rapport aux
dimensions atomiques. Soient ¢; les différentes charges électriques de densité n;. Si P = 0, alors ), n;q; = 0. La
polarisation est créée par les déplacements d; des charges électriques ¢; :

P= anq,& (40)

Le flux de charges a travers dX est donné par :

dp = nig;6; - dB =P - d3. (41)

Ce sont les charges contenues dans le cylindre de base dX et de génératrice d;, donc de volume §; - dX, qui forment ce
flux de charges. La charge totale AQ qui traverse la surface X, c’est a dire qui quitte le domaine €2, est donnée par :

AQ = #E P - ds. (42)

Le domaine €2 contient maintenant une charge totale liée :

AQl:—ﬁiP-dS://Q—V-Pdr (43)

On obtient effectivement une densité volumique de charges liées p; = —V - P représentant un excédent local de charges
liées. Le diélectrique est neutre avant et aprés la polarisation :

///Q pd3T + #E 0,dS = 0. (44)

5. Champ électriqgue macroscopique et fluctuations quantiques

A Tlintérieur de la matiére, le champ électrique microscopique Emicro(r,t) est trés complexe car il dépend des
positions de tous les atomes et de tous les électrons, donc de la densité microscopique p(r,t).

P(r» t) a:Bmicro (I', t)
Emicro 7t = - a, - 4
22,V X Bro(r. 1) " (45)

V. Emicro(ra t) =

Les champs microscopiques sont trés difficiles & mesurer ou a calculer. La connaissance de p(r,t) permet de détermi-
ner Enicro- En pratique, la connaissance de ce champ microscopique n’est pas nécessaire pour décrire les phénoménes



macroscopiques. Les appareils de mesures ne sont sensibles qu’aux valeurs moyennes locales des grandeurs micro-
scopiques. Ainsi, nous n’allons considérer que les valeurs moyennes spatiales des grandeurs microscopiques, sur un
domaine {2 petit & I’échelle macroscopique mais grand devant les dimensions atomiques :

(A) (r) = % // [ A (46)

Ainsi, le champ moyen est alors :

B) = Buic(r.0) = ; [[] B0 (47)

Le champ électrique E est une valeur macroscopique moyenne. Nous avons par conséquent supprimé les fluctuations
du champ électrique. Un choix raisonnable pour le rayon du domaine Q est généralement entre 30 Aet 100 A. En élec-
trodynamique classique, toutes les grandeurs utilisées sont des grandeurs macroscopiques. Pour décrire des situations
dans lesquelles on rencontre a la fois des conducteurs et des diélectriques, ou dans le cas ou l'on injecte des charges
mobiles dans des diélectriques, la charge totale devient p(7,t) = pi(7,t) + ps(7,t) ot p; est la densité volumique de
charges liées et py est la densité volumique de charges libres. La loi de GAUSS locale devient :

_pslr)  V-P()

-E
V -E(r) = =

(48)
Le principe de superposition nous permet d’écrire E(7,t) = E;(7,t) + E;(7,t), le champ E; étant engendré par les
charges liées et le champ E; par les charges libres.

D. Exemples de champs électriques créés par des matériaux polarisés

1.  Plaque homogéne polarisée uniformément

On considére une plaque homogéne polarisée uniformément de polarisation P. On néglige les effets de bords. La
plaque diélectrique polarisée est équivalente & une plaque avec une densité surfacique o; = P sur une face et 0, = —P
sur l'autre face.

o =P + + + + + + + S

1P lE

o, =—P -

FIGURE 1 — Matériau polarisé.

Le théoréme de Gauss montre que :

S P S P P
#El-dS:l—:>251E1:1—:>E1:— (49)
by €0 €0 2¢ep
De méme :
P
By = ——— 50
2 250 ( )

Avec P - 4, = 0y, on montre que le champ électrique dépolarisant s’exprime comme

E=-— (51)



2. Sphére homogeéne uniformément polarisée
Soit une sphére de centre O et de rayon R limitant un domaine ) de polarisation P. Généralement :

~ Adreg ///Q I _H o (52)

On considére deux cas. Tout d’abord, a l'intérieur de la sphére (r < R), le potentiel électrique est donné par :

r —Tr
dd /
4wso ///Qnr—r'n '

_ 2 - 53
471'50 <3WT 7‘3) (53)
P-r
3eo

Le champ électrique & l'intérieur de la sphére est donc donné par :

E(r) = ~VV(r) = —

o (54)

Le champ électrique a l'intérieur du diélectrique est causé par la polarisation P et est toujours de sens opposé a
celle-ci. C’est le champ électrique dépolarisant. A Pextérieur de la sphére (r > R), le potentiel électrique est donné

par :
r—r')

33y
47r50 // ||r— 1’|

r
A ZrR3 = 55
47‘1’80 < 37 s ) (55)

7P-rR3
© 3gp 13

On obtient 'expression du champ électrique créé par une charge ponctuelle dans 'expression du potentiel électrique.
En définissant le moment dipolaire de la sphére par p = %’NR?’P, le potentiel du diélectrique devient :

p-r
V(r)= .
(r) 3€0T2

(56)

C’est le potentiel électrique d’un dipole électrique. Son champ électrique est donné par :

E(r)=-VV(r)

- ézyiii + }Lézyi{i
N or " rog "’
57
= o3 (2 cos(0), + sin(0)ay) (57)
TEY
1

T (3(p - t,), —p).

E. Vecteur déplacement électrique

La loi de GAUSS locale donne :

ps(r) V-P(r)
€0 €0

V-E(r)=

En général, on introduit le vecteur de déplacement électrique D = ¢gE + P, alors :

V- D(r) = ps(x). (59)
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11 est faux de conclure que le vecteur D(r) dépend seulement des distributions de charges libres car son rotationnel
n’est généralement pas nuls. En effet, V X D(r) = V X P(r). Méme dans le cas ou P(r) est uniforme, sa composante
tangentielle peut étre discontinue a I'interface de deux diélectriques, d’ott une discontinuité de D(r). On ne peut donc
pas en déduire une loi de COULOMB de la forme :

o # 4 I p;«(r)f_‘j]'g, ar' (60)

Si le probléme a résoudre a une symétrie sphérique, cylindrique ou plane, on peut obtenir D(r) a partir de la loi de
CouLOMB. En effet, dans ce cas particulier V X D(r) = 0. On obtient D(r) en appliquant le théoréme de GAUSS :

# D(r)-dS = Q. (61)
¥

En ’absence de symétrie, la loi de Coulomb ne s’applique pas.

F. Matériaux diélectriques linéaires et loi constitutive de la matiére

Dans beaucoup de diélectriques (dit linéaires), la polarisation est linéairement proportionnelle au champ électrique
total :

P =cox.E (62)

ou . est la susceptibilité électrique du milieu. C’est la relation constitutive du milieu. C’est une bonne approximation
si le champ électrique total E n’est pas trop grand.

Si on place un diélectrique linéaire dans un champ électrique externe Eg, on ne peut pas directement calculer la
polarisation P & partir de ce champ externe. Le champ électrique polarise le matériau et la polarisation produit un
champ propre E; qui & son tour polarise le matériau et ainsi de suite.

La meilleur approche pour ce probléme est de commencer par déterminer le vecteur D :

D=¢E+P=¢y(1+x.)E=cE (63)

o € =g = go(1 + x.) est la permittivité du matériau, et K = 1+ x. = €/&¢ est la constante diélectrique (sans
dimension). En 'absence de matériau, x. = 0 et € = g9. C’est pour cette raison que £y est appelée la permittivité du
vide.

Pour un diélectrique linéaire, la densité de charge volumique liée est proportionnelle a la densité de charge libre.
En effet :

€oXe Xe
=-V:-P=-V.(¢gx.E)=———V :-D=— . 64
pI (coxeE) 5 T (64)
En général, p; = 0 et toute les charges liées se trouve sur les surfaces des diélectriques linéaires & moins que les charges
libres ne soient fixées en volume.

G. Exemples
1. Spheére métallique

Une sphére métallique de rayon R, et de charge électrique @ est entourée par une calotte sphérique diélectrique de
rayon externe Ry, et de permittivité e. Pour calculer V (r), il nous faut déterminer E(r) pour lequel il faut déterminer les
charges liées, pour lesquelles il faut déterminer P(r) pour laquelle E(r) est nécessaire. Grace a la symétrie sphérique,
on a :

0 sir < R,
D(r) = . ,

47331' sir> R,

0 sir < R, (65)
D(r) @ r siR,<r <Ry

- 47T83

r siRy<r
4dmeqr3
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Le potentiel au centre est donc donné par :

0
—/ E(r)-dl
R R 0
™y, e
_ — - 66
Lm 47r50r2dT . 47r5r2dr . 0dr (66)

Q1,11
T A4rx coRy eR, eRy )

V(0)

La polarisation est donnée par :

EOX&?I‘ si Ry <1< Ry
P(r) = eoxE(r) = { 47 : (67)

Xe .
r siRy<r
473 b

Enfin, les charges liées sont données par :

foXeQ sir= Ry
p(r) = -V -P(r) =0, o(r)=P(r) -0, = 4@55 (68)
 Amer? sir=1Ra

Le vecteur unitaire @, est toujours dirigé vers 'extérieur du diélectrique. La charge () attire son opposé a r = R,. Le
diélectrique se comporte comme un métal imparfait, il réduit au maximum le champ électrique a l'intérieur.

Bien que P(r) et D(r) soient proportionnels a E(r), leurs divergences ne s’annulent pas comme celle de E(r) car
en général ¢ P(r) - dl # 0. La raison proncipale est que le facteur de proportionnalité qx. est différent de part et
d’autre d’une interface, entre deux ou plusieurs diélectriques.

Si le diélectrique est uniforme alors V - D(r) = p¢(r) et V X D(r) = 0, et le vecteur déplacement D(r) peut étre
déterminé a partir des charges libres comme si le diélectrique était absent. En effet, si E;(r) est le champ électrique
des charges libres, alors D(r) = ¢oEf(r). A partir du calcul de D(r), on peut déterminer le champ électrique total &
Iintérieur du diélectrique avec :

E(r) = . (69)

2. Diélectrique dans un condensateur

On considére un condensateur dont I'espace entre les deux plans est un diélectrique (figure . Le champ exercé
entre les deux plaques, séparées d’une distance d, est Eg. On considére P le champ polarisant et E le champ total.

FIGURE 2 — Condensateur.
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On a alors :
af Eo of
Ey=— =—"=— 70
0 €0 ’ K K60 ( )
Puis :
ord
V =Ed= 21—, 71
oK (71)
D’ou, la capacité du condensateur :
_ Q o (TfS . E()S o
C_V—io_fd—KT—KCO, (72)
60K

ou S est la surface des armatures et Cy est la capacité du condensateur sans diélectrique. La présence du diélectrique
multiplie la capacité du condensateur par un facteur K correspondant a la constante diélectrique du matériau.

8. Diélectrique linéaire sphérique

On considére un diélectrique linéaire de forme sphérique placé dans un champ électrique uniforme Ejy. Quand on
applique Ey, la sphére se polarise avec une polarisation Py = egx.Eo (figure [3).

FIGURE 3 — Sphére diélectrique linéaire.

Cette polarisation n’est pas la polarisation finale. Elle crée un champ électrique E; a 'intérieur de la sphére donné
par :

Py 1
E, = —— = —=x.Eo. 73
1T T3g, 3 (73)
Le champ E; polarise & son tour la sphére :
1
Py = coxeE1 = —zeox?Eo. (74)
Cette polarisation génére un champ :
P, 1\
Eo=——=(-=x¢] Eo. 75
27 T3e ( 3% ) 0 (75)

Ce processus continue indéfiniment. A 'itération n, on obtient un champ additionnel donné par :

1 n
En = (_3Xe> EO- (76)

Le champ total est donc donnée par :

E—Jio —1 nE— 1 Eq = 3 E (77)
_n:O 3Xe 0—1+% 0_2+K 0-
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La polarisation est alors :

€0Xe

P= JE=—"
ox 14+ xe/3

Eo. (78)

Or cette polarisation totale produit un champ électrique dépolarisant E’ égal a :

P X
E=-—=--2°"FE,. 79
3eo 3+ Xe 0 (79)
Le champ totale du dipéle prend une forme :
E +Ey=-—-—"""Ey+E;=E. 80
+ Ko 3+ v o + Ko (80)

H. Energie d’un diélectrique
On considére la charge libre par élément infinitésimal dp; = V - (0D). Le travail pour ramener cette charge s’écrit :
oW = // dps(r) 3r = // V - (6D(r))V(r)d? (81)
Avec V - [(0D)V] = (V-dD)V +éD-VV,ona:
oW = //V (6D (r r—//éD )VV(r)d®
= // V- (6D (r)V(r)) d®r + // 6D(r) - E(r)d®r
o 0 (82)
= # SD(r) V(r)dS + // §D(r) 3
by Q
0

En effet, quand r — 400, D(r) décroit en =2 et V(r) décroit en 7~1 alors que dS augmente en 72, donc l'intégrale
de surface est nulle. Si le milieu diélectrique est linéaire, alors :

1 1
5D-E:55E-E:556(E2):55(D-E). (83)

=5 || 50w Bwyate = 35 [I] D@ B as. (34)
. % // [ D) By, (85)

I. Polarisabilité et susceptibilité des liquides et gaz

On peut alors écrire :

puis

Un atome ou une molécule placé dans un champ électrique E se polarise. Le moment dipolaire est donné par :
p = oE, (86)

ou « est la polarisabilité. On suppose la particule sphérique de rayon Ry. Lorsque le champ électrique externe E n’est
pas nul, le centre du nuage électronique n’est plus confondu avec le noyau. Un équilibre est atteint lorsque le champ
extérieur exercé sur le noyau est compensé par le champ E,. généré par le déplacement des électrons. On montre a

partir du théoréme de GAUSS :
Qint 1 qd
E.-dS= = F, = =, 87
#é; €0 47‘(’80 Rg ( )
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ou ¢ est la charge du noyau (—q celle des électrons) et d est la distance entre les deux centres de charges. Comme le
moment dipolaire p est donné par p = gd, on peut I'exprimer en fonction du champ externe E puisqu’a I’équilibre,
E=E.:

p = 4negRyEy = a = 4meo Ry, (88)

Ce résultat est approximatif et donne une valeur de o quatre fois plus grande que la valeur expérimentale. Pour des
molécules de géométrie plus compliquées, la polarisabilité devient tensorielle :

) Pz Qgg CQgy CQgz E”
Pi=ai ;B S | py | = | aye ayy oy EY]. (89)
Dz Oz Qzy Qz EZ
Les molécules sont plus faciles & polariser suivant certains axes. Avec P = ggxeEg, on peut écrire en premiére
approximation P = Np pour N molécules. Dans ce cas :
€
P=NaE)=a= 3\’]‘ (90)

Ce qui n’est pas exact non plus. En effet, la polarisation dépend du champ électrique total mais la polarisabilité n’est
sensée dépendre que du champ électrique extérieur dii aux autre molécules.

On suppose maintenant que chaque atome est dans une sphére de rayon R > Ry, de telle sorte que le volume de
toutes les sphéres des molécules est égal au volume occupé par ces molécules. Le nombre N de molécules par unité
de volume est alors donné par :

1
N=———. 91
%W R3 ( )
Le champ total E est donné par :
E = Enol + Eext, (92)
ou
I p
Epno = —mﬁ7 P = aEext. (93)
Ainsi
o
E=(1——— |Ecxt- 94
( 47T€0R3) oxt ( )
Avec , on obtient une expression pour le champ total indépendante du rayon R :
Na
Eiot = (1 — — | Eext- 95
tot < 38()) t (95)
Ceci nous permet d’exprimer la polarisation P en fonction de « :
3eg N«
P=NaEy=-——""E 96
et = 50— Na (96)
Finalement, on peut exprimer la susceptibilité en fonction de la polarisabilité :
3N«
= — . 97
X 350 — Na ( )
En utilisant o = 47eq B3, on obtient :
36
e — T 98
Xe =13 (98)

ou 3 = (%)3. Cette approximation n’est valable que si 8 < 1. Elle n’est donc pas valable pour des liquides ou des
solides mais I’est pour les gaz diélectriques car il y a beaucoup d’espace vide entre les atomes ou molécules.. On peut
également exprimer la polarisabilité « en fonction de la constante diélectrique K, et on obtient dans ces conditions la
formule de CLAUSIUS-MOSSOTTI :
o 350 K-1
N K+2

Cette expression précise de la polarisabilité est en bon accord avec I’experience.

(99)
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II. MILIEUX MAGNETIQUES
A. Champ magnétique d’un courant permanent

Le champ magnétique d’un courant permanent représenté par son vecteur densité de courant j(r) est donné par la

loi de BIOT-SAVART :
/ o
B(r) = Ho /// Md%/ (100)
dr Jlla r =)

Le champ magnétique a pour unité le tesla (T) dans le systéme international. On peut aussi utiliser la gauss (1 gauss =
10~* T). Le champ magnétique terrestre & une intensité B ~ 0.5 x 107* T ~ 0.5 gauss.

On considére un champ magnétique créé par un courant électrique I permanent dans un fil rectiligne uniforme. Le
champ magnétique infinitésimal s’écrit :

s
dB(r) = o XU 40 (101)

e —r)?
ou Idl =1dr’. En utilisant le changement de variable ’"7/ = tan(«), on a dr’ = COS;“W donc :

1 _ cos*(a)
2 - ’
TR (102)

Ixa= —sin(% + a)ﬁ = —cos(a)k.

D’ou
MOI a2 MOI . .
B(r)=—— cos(a)da = ——— (sin(ag) — sin(ay)) . 103
)=l | coste) 2 (sin(az) — sin(a1)) (103)
Pour un fil infini, on a a; = —F et az = 7. Le champ magnétique devient :
pol
B(r) = -——%k. 104
(r) = —£2 (104)
La symétrie cylindrique du fil fait que, d’'une maniére générale, le champ magnétique s’écrit :
pol ..
B(r) = —y. 105
(1) = 524, (105)
ol Uy est le vecteur unitaire polaire.
B. Théoréme d’AMPERE
L’intégrale du champ magnétique sur une courbe fermée C est donnée par le théoréme d’AMPERE intégral :
§£B cdl = pol. (106)
c

Le théoréme d’AMPERE local est donné par :

yﬁB-dl://(vxB).dS:NO//g-dS:>VxB:uog (107)
C 3 )

On retrouve ’équation de MAXWELL-GAUSS. Si plusieurs fils passent a travers le contour C, alors :
yg Biot + dl = pio Lot (108)
c

ou Btot = Zz Bi et Itot = Z,L Ii'



C. Divergence et rotationnel du champ magnétique

A partir de la loi de BIOT-SAVART, on calcul la divergence du champ magnétique B :

L ( |r—g|_r)>d3r/

v (J(ru)rigﬁr)) YA AV (_”3) B

V-.-B(r)=0

or :

donc :

De méme, on calcul le rotationnel du champ magnétique B :

VXB@)ZZ?///@VX(W)&N

On peut montrer :

3
[l — x|
donc :
V X B(r) = poj(r)
D. Potentiel vecteur magnétique
En électrostatique, V X E = 0 permet d’écrire E = —VV. De la méme maniére, en magnétostatique,

V-B=0

nous permet d’écrire :
B=V XA,

ou A est le potentiel vecteur magnétique. On peut écrire :

VXB=VX(VxA)=V(V-A)-V2A

16

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

On peut ajouter un gradient au potentiel vecteur sans changer le champ magnétique car VA, V X VA = 0, et ainsi
s’arranger pour que V- A = 0. Pour cela, on suppose qu’on a d’abord un potentiel vecteur A’ tel que V- A’ # 0. Dans

ce cas, il est possible de choisir un nouveau potentiel vecteur A tel que A = A’ + VA, donc V-A=V . -A' +

Pour que V - A = 0, il faut définir A\ par V2\ = —V - A’ (équation de POISSON), c’est a dire :

d3 /
47‘(‘80 //Q Hr—r’||

V2.

(118)

Ainsi, il est toujours possible, par un choix judicieux, de rendre la divergence de A nulle. La relation B = V X A
spécifie le rotationnel de A mais laisse le choix de sa divergence. Prendre V - A = 0 est le choix le plus simple. Il

s’agit de la jauge de CouLoMB. Ce choix permet d’écrire V2A(r) = —pugj(r), c’est-a-dire :

/
@//ﬂ J(I‘ )/ dSI'I.
™ Mo e =1

(119)
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Pour un systéme a une dimension, cette équation devient :

o It«) .,
Ar)="—Q —— 12
W=t (120)

ou I(r’) est I'intensité du courant. Pour un systéme a deux dimensions, on a :

o [ KE)
= B ff 2T g2 121
w//znr—r’u (121)

ou K(r') est la densité surfacique de courant. Finalement, le champ magnétique et le potentiel vecteur peuvent
s’exprimer interdépendemment par :

V-.-B=0etV xB=3= B(r /// r*r)d‘*r',
Hr—r’ll
/
V-A=0ct VXA=B=A[r) = /// ’|| r)d%’.
T

E. Développement multipolaire du potentiel vecteur magnétique

(122)

Pour calculer approximativement le potentiel vecteur, loin des distributions de courants localisés, on utilise un
développement multipolaire du potentiel vecteur comme dans le cas du potentiel électrique :

L iio <’:>npn(cos(9)) (123)

le—x =

On peut alors écrire :

A(r) = @yé 71(1./), dr’

r Je |le — ]
Mof n
Zrnﬂyg ™ P, (cos(6))dl’,

ot Idr’ = Idl’. En développant la série entiére, on obtient :

Alr) “OI ( 55 ar’ + yﬁ ' cos(8) dl’ + :3 §é 2 B cos2(0) — ﬂ dl’+...). (125)

Le premier terme correspond au monopole magnétique, le second au dipdle magnétique, le troisiéme au quadrupole
magnétique, etc. En magnétisme, le monopoéle magnétique est toujours nul :

§£dl’ =0. (126)
C

Nous allons essayer de simplifier 'expression du terme dipolaire magnétique pour déterminer le champ magnétique :

(124)

ol , , ol P ,
A (r) = M A @) dl 12
dip(T) o ygr cos(f) d o 5]%(1‘ a,)d (127)
Pour ce faire, on utilise :

d[(x" - a,.)V] = (@, - dr")l' + (@, - ) dl, (128)

donc :

yg(ﬁr <dr')l = — é(ﬁr -r')dl’, (129)
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et avec l'identité (1)) :

@i, X ;ér' x dl = —;é (&, -dr') — dl (a4, -1)] = —29%(1# ) dl (130)

55(1" -0,)dl = —}ﬁr X 561" x dl’. (131)
c 2 c

Il vient alors :

_ ol 1. ’ ’
Agip(r) gy {—2u,. X yfr x dl'|. (132)
On définit ainsi le moment magnétique dipolaire par m = %[ gSC r’ x dl’ et le potentiel vecteur devient :
o m X U,
Adip(r) = i (133)

Pour une boucle de courant électrique planaire, on a % 936 r’dl’ = S ou S est le vecteur surface. Le moment magnétique
dipolaire est alors :

m = IS. (134)

F. Potentiel vecteur et champ magnétique d’un dipdle magnétique

Nous allons déterminer le champ magnétique d’un dipole magnétique. Le potentiel vecteur est donné en coordonnées
sphériques (r, 0, ¢) par :

_@mxﬁr_&msin(G)A

Alr) = dr 2 4w 2 Us

(135)

Le champ magnétique est donné par B =V X A, donc avec ’expression du rotationnel, on a :

B+ 9 (Momsmg(@))m_la (Mon”bsmz(@)ﬁe (136)

r2sin(6) 90 \ 47 r rsin(f) or \ 4r T
donc :
_ Hom . . L\ Mo LAy
B = o (2cos(0)a, + sin(f)ay) = i B(m-h,) —m) (137)

L’énergie d’interaction entre deux dipoles magnétiques est donnée par :

W= ﬁig [m; - my — 3(m; - @,)(my - 4,))] (138)

G. Introduction au magnétisme dans la matiére

Tous les champs magnétiques sont dues aux mouvements des charges électriques. L’origine du magnétisme est quan-
tique, mais ici nous allons adopter une version classique du magnétisme. L’examen d’un aimant magnétique montre
Iexistence de courants électriques dans des boucles infinitésimales : des électrons orbitent autour des noyaux d’atomes
et tournent autour de leurs axes. Ces orbites sont microscopiques, on peut par conséquent traiter le magnétisme en
utilisant les moments dipolaires magnétiques.

Contrairement a la polarisation P qui est presque toujours dans le méme sens que le champ électrique, certains
matériaux développent une aimantation M dans le méme sens que B (paramagnétiques), d’autre dans le sens inverse
(diamagnétiques) et certains matériaux retiennent I’aimantation aprés suppression du champ magnétique (ferroma-
gnétiques).
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FIGURE 4 — Forces exercées sur une boucle de courant.

H. Forces et moments de forces sur des dipdles magnétiques

Soit un champ magnétique B = Bii,. On note 1 (resp. L) les vecteurs déplacement le long des cotés, de taille [
(resp. L). On a les forces f = I1 X B et F = IL X B. Le moment de force sur un cadre parcouru par un courant I est :

MF:%xF—%x@FpﬂxF:IMBmMmm:mxB. (139)

ot m = IlL est le moment magnétique dipolaire. L’énergie potentielle magnétique du dipdle magnétique & un angle
quelconque 0. est le travail nécessaire pour faire tourner le dipole depuis sa position d’énergie nulle 6 = 7 a cette

position (0 = 6..) :
0. 0e
W = Mpdf = mB/ sin(f) dd = —mB cos(f.) = —m - B. (140)
/2 w/2

Si le champ magnétique est uniforme, la force exercée par celui-ci est :
F:—Igngdl:O. (141)
c

Si le champ magnétique n’est pas uniforme, alors ce dernier obtient une composante radiale variable. On peut montrer
que cette force est donnée par :

F=-VIW=V(m-B). (142)

I. Effet d’'un champ magnétique sur des orbitales atomiques

En principe, le mouvement orbital ne constitue pas un courant électrique, mais comme la période de rotation
ev

T = Q%T est trés petite, ce mouvement constitue un courant permanent d’intensité i = —% = —5—. Le moment
magnétique orbital est donc :

1
m=iS = —Qevrﬁz. (143)

Lorsqu’on place I’'atome dans un champ magnétique B, le dipéle magnétique subit un moment de force Mp = m X B.
Suivant l'orientation de B, I’électron peut accélérer ou décélérer. Si B = 0, alors I’équation du mouvement est :
1 €2 v?
— = Me—. 144
4dmeg 2 Cr (144)
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FIGURE 5 — Orbite de I’électron.

Si B # 0, on choisit B || @1, (sinon l'orbite change) et on rajoute la force magnétique fi,as = —ev X B :
1 62 , 1)/2
— B=m.—. 145
dmeg 12 Tev e (145)

ol v/ est la nouvelle vitesse de 1’électron, telle que la variation de vitesse Av = v’ — v soit petite pour que v/ + v =
2v &~ 2v’. Par soustraction des deux équations de mouvement :

v —v)(v —w erB
ev'B = mew = Av = . (146)
2me
En utilisant cette variation de la vitesse, on peut déterminer la variation du moment orbital :
1 1 er?
m=——evri, = Am = ——erAvi, = — (147)
2 2 Me

La variation du moment magnétique orbital est opposée au sens du champ magnétique B. Ce phénoméne de variation
de vitesse est connu sous le nom d’effet ZEEMAN. En présence d’un champ mangétique, chaque moment magnétique
orbital varie de Am en opposition au champ magnétique. C’est le mécanisme responsable du diamagnétisme. Il est
trés faible et on I'observe seulement dans les matériaux ot les atomes ont un nombre pair d’électrons. Ce résultat est
vraiment qualitatif car le diamagnétisme est un phénoméne quantique.

J. Vecteur aimantation

En présence d’un champ magnétique, la matiére devient magnétique. Dans les matériaux paramagnétiques, chaque
moment dipolaire s’oriente parallélement au champ magnétique. Dans les matériaux diamagnétiques, chaque moment
dipolaire s’oriente antiparallélement au champ magnétique. Enfin, dans les matériaux ferromagnétiques, chaque mo-
ment dipolaire se comporte comme dans les matériaux paramagnétiques mais 'aimantation persiste aprés le retrait
du champ magnétique extérieur.

Le phénoméne d’aimantation est caractérisé par la densité volumique de moments dipolaires ou l'aimantation

M= 3—“}’, avec V' le volume et m = )", m; ot m; est le moment magnétique des particules individuelles.

K. Champ magnétique d’un matériau aimanté

On veut déterminer le potentiel vecteur d’'un matériau aimanté. Pour un dipdle magnétique, nous avons vu que le
potentiel vecteur est donné par :

_MOmXﬁr

Alr) A r?

(148)

Pour un matériau de vecteur aimantation M, I’élément du potentiel vecteur est donné par :

Ar) =12 M(’ij fr(fg ) dr = Afr) = = // ) M(’iz fr(T; Y gy (149)
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Une fois que le potentiel vecteur est connu, on peut déterminer le champ magnétique B = V X A. Pour une aimantation

uniforme M, on obtient :
A(r) = /// i f d*r (150)
olr—r|°

L’intégrale représente un champ électrique auxiliaire créé par une charge électrique de charge constante égale a 4meg.
Pour calculer le potentiel vecteur, il faut d’abord calculer le champ électrique auxiliaire (par exemple en utilisant un
théoréme de GAUSS).

L. Aimantation et distribution de courant équivalents

Par analogie avec la polarisation, on montre que le potentiel vecteur produit par 'aimantation M peut étre obtenu
par une distribution de courant volumique et surfacique. Avec on peut montrer :

0 / / 1 3.7
Ko Mr)x(V-)dr
// ( e
!
[// VXMW) o ff M) X dS
Te—r| N

=L s e

Le développement est similaire a (38]), ot J; = V X M et K; = M X 1, sont les densités de courants liés volumiques
et surfaciques. Il y a analogie parfaite avec le potentiel électrique des diélectriques, avec des densités vectorielles et
non scalaires.

(151)

On suppose lexistence de la densité de courant volumique et on va montrer que la densité de courant volumique et
on va montrer que la densité de courant superficielle K; est due a la discontinuité de I’aimantation M & la surface du
milieu magnétique. On note que c’est la composante perpendiculaire a la surface qui varie trés rapidement et s’annule
a la surface. On suppose que 'axe z du référentiel est perpendiculaire & la surface. Il faut par conséquent ne garder
dans le rotationnel de M que la dérivée partielle suivant z. La densité de courant lié prés de la surface peut alors étre
écrite :

- OM, /0%
Ji(v)=1| OM,/0z |. (152)
0

La densité de courant lié surfacique est obtenue en intégrant J;(r) suivant z :

0
K, = /_ Ji(r(2))dz =M X 11,. (153)

M. Interprétation des courants liés

Le courant de surface peut étre interprété comme étant la somme des courants internes des dipoles magnétiques.
Les courants internes s’annulent deux & deux et il ne reste que le courant de surface. Le moment magnétique total est
m = MSe, ou S est la surface du matériau et € son épaisseur. D’autre part, ce moment est donné par m = I.5. On
en déduit que I = Me. La densité de courant lié est par conséquent donné par K; = é =M.

Pour déterminer le courant de volume, il faut supposer que les courants des dipoles magnétiques sont inhomogénes.
La différentielle du courant suivant ’axe x est donné par :

_ OM, 8M
dI, = Ydydz = M] dydz. 154
=5 oL dydz = [V x MJ, dydz (154)
On en déduit la densité de courant de volume :
J; =V x M. (155)

Ce courant vérifie bien ’équation de continuité % 4+ V « J; = 0 car la densité de charge est indépendante du temps
et la divergence du rotationnel est toujours nulle.
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N. Vecteur champ d’aimantation

L’effet de 'aimantation M est d’établir des courants de volume J; = V X M et de surface K; = M X ii,,. Le champ
magnétique dt & I'aimantation M est le champ produit par ces courants. Si on ajoute les courants libres J ¢, le courant
total est donné par :

J=J,+173;. (156)

La loi I’AMPERE s’écrit :

1 1
—VXB=J,+J;=VXM+J;=VX B—M}:Jf. (157)
20] Ho
On pose alors le vecteur champ d’aimantation H = ;TloB — M. En terme de ce nouveau vecteur, I’équation d’ AMPERE
devient :
VXxH=1J;. (158)
La forme intégrale de la loi d’AMPERE est :
ng-dl:IF7 (159)
c

avec Iy = [ Jy - dS.

0O. Milieux aimantés linéaires et non-linéaires

Dans les milieux paramagnétiques et diamagnétiques, 'aimantation s’annule lorsque le champ magnétique s’an-
nule. Dans la plupart des matériaux, I’aimantation est proportionnelle au champ magnétique. On définit la relation
constitutive du milieu par la relation :

M = v, H, (160)

ol X est la susceptibilité magnétique du matériau. De la définition de H, on peut exprimer le champ magnétique
par :

B = po(H+ M) = po(1 + xm)H = pop, H = pH, (161)
avec i = poptr = po(1l + Xm) la perméabilité magnétique du milieu. Dans les matériaux magnétiques linéaires :
Ji=VXM=V X (xnH)=xmJd;. (162)

Ainsi, si Jy = 0, alors J; = 0 donc il ne reste que les courants bornés de surface.

P. Exemples de champ magnétique créé par des corps aimantés
1. Spheére uniformément aimantée
Le vecteur potentiel d'une sphére uniformément aimanté de rayon R est donné par :

A(r) = ZL;M X //K)Md?’r'. (163)

On procéde comme pour la sphére uniformément polarisée. On calcul le champ électrique auxiliaire :
— pourr > R:

4 o,
A(r) = %M X <3WR3;‘2>. (164)
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On pose m = (%TFRS)M, et on obtient :

_pomXT  pg msin(f)

A(r)747r r2 Ar 2 e

(165)

Pour déterminer le champ magnétique, il faut utiliser le rotationnel du vecteur potentiel en coordonnées curvi-

lignes :
B=VxA-= ;‘;Z‘ [2 cos(0) 1, + sin(6)iy] = 47’“;23 3(m - @,)@, — m). (166)
— Pourr < R :
Ar) = Ho N é7rr = 5OM xr. (167)
4dr 3 3

Pour déterminer le champ magnétique, on utilise le rotation du vecteur potentiel :

2
B=V x A= M (168)

2.  Cylindre de révolution aimanté uniformément selon son axe

On considére un cylindre d’axe 1, de taille [ et de rayon R. Pour déterminer le champ magnétique directement, on
utilise la loi de BIOT-SAVART :

o K@) x (o)
B(r)_4ﬁ//s e (169)

On utilise seulement la surface latérale car le vecteur unitaire @, est orthogonal & K; sur les surfaces de base du
cylindre. On peut montrer que le champ magnétique au centre du cylindre est donné par :

B = po sin(@max) M. (170)
Pour un cylindre plat :
B= u—olM, (171)
2R
et pour un cylindre infini :
B = oM. (172)

8. Solénoide infini

On considére un cylindre infini de rayon R entouré par un solénoide de rayon R. avec une densité de spires N. On
pose Hy = H pour r < Rc et Ho = H pour R >r > Rc. On a :

51§H-d1:1f:>H1:H2:ifN. (173)
C

avec Iy = Niy. On a donc les champs magnétiques :

Bl = Mo(l + Xm>ifN et B2 = MOiFN- (174)
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Q. Force exercée sur un échantillon diamagnétique ou paramagnétique par un champ magnétique
inhomogénes

1. Densité volumique de force

On considére une champ magnétique extérieur inhomogénes B, qui aimante un échantillon magnétique. Chaque
moment dipolaire magnétique m; est soumis & une force F;. Cette force est donnée par :

Fi = V(ml . Be). (175)
Les composantes cartésiennes de F; sont :
0B,
Fi,oc =m; - 3a , S {'r7y72}' (176)

La force totale exercée sur un échantillon de volume d7 dans chaque direction est donnée par :

0B, 0B,
F, = % Fio= Ez m; S M 5a dr, a € {x,y,z}. (177)
La densité volumique de force est donnée par :
0B,
=M- ) 178
i ol (178)

Pour un matériau linéaire, M = x,,H. Comme x,,, < 1 en général pour les matériaux paramagnétiques et diamagné-

tiques, on peut approximer cette relation par M = ’Z—’gBe. La densité de force devient :

Xm 0B, Xm 3B§ Xm 2
=2"B. . = - =f=-"-V(B?). 179
Ja w ¢ Oa 21y O 2110 ( e) (179)

Pour un matériau diamagnétique, la susceptibilité est négative, par conséquent, il est repoussé de la région ou le
champ est fort. pour un échantillon paramagnétiques, I’échantillon est attiré vers les champs magnétiques forts.

Si ’échantillon est entre les pdles d’un aimant et qu’il tourne autour de son centre de gravité, il s’oriente perpendicu-
lairement au champ magnétique pour un échantillon diamagnétiques, et parallélement au champ pour un échantillon
paramagnétique. Ceci est dii aux moments de forces qui s’appliquent sur les extrémités de ’échantillon.

2. Mesure de susceptibilité

Pour mesurer la susceptibilité, on peut utiliser la méthode de GOuy. On prend un échantillon magnétique cylindrique
et on mesure la force appliquée une fois qu’il pénétre entre les deux poles d’un aimant (posé a I’horizontale selon le
plan (O;x,y)). Les composantes de forces suivant x et y sont nulles car le champ magnétique est constant, par contre
la force suivant z est non nulle et sa densité est donnée par :

_ Xm OB
© 2up Oz

f2(2) (180)

Pour calculer la force sur ’échantillon, il faut intégrer cette densité de force :

_ L xmS OB XwS o
FZ—//dxdy/fz(z)d T / P dz = T ABZ(z). (181)

On peut connaitre la norme du champ magnétique par d’autres méthodes, donc en connaissant le poids de I’échantillon
et sa surface de base, on peut facilement déduire la susceptibilité magnétique du matériau magnétique. Un échantillon
paramagnétique s’enfonce et un échantillon diamagnétique est repoussé par le champ magnétique.
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R. Matériaux a forte perméabilité

On suppose que ’échantillon est cylindrique, avec B,,, est le champ créé par 'aimantation M. Le champ magnétique
total B = Bey + By, est uniforme et paralléle & M car on néglige les effets de bords. Nous avons B = Byt + oM d’ot
woH,, = B, — poM = 0. H est uniquement déterminé par les courants extérieurs qui créent Boy;. C’est pour cette
raison que les expérimentateurs utilisent H comme paramétre dans la relation constitutive des matériaux magnétiques.
On change H et on détermine B en fonction de H.

On considére désormais un tore magnétique de centre O et d’axe z, de rayon moyen R (rayons minimum et maximum
a et b) comportant N spires jointives parcourues par un courant I et remplie par un matériau magnétique. Sans le
matériau magnétique, les lignes de champ de By sont des cercles d’axe Oz. Le théoréme d’AMPERE donne :

poNI
2rR

55 Bexi dl = poNT = 27 RBexs = ftoNI = Byt = (182)

A Dintérieur du tore, le champ magnétique est nul. L’aimantation a I'intérieur du matériau est M = Miiy. On a
également :

B=yu(HHet H= B;;“ = %ﬁg. (183)
Le champ magnétique B,,, créé par I'aimantation M est tel que :
V-B,,=0et VXB,, =1V xXM. (184)
Comme V-M =0,0n a:
B,, = poM. (185)
Dans cette géométrie, on a H = Hy = B;;“. On dit que le champ démagnétisant est nul. H est le paramétre utilisé

par les expérimentateurs. La relation constitutive est toujours donnée en fonction de H. On peut exprimer M et B
en fonction de H.
Pour mesurer I'aimantation induite, on enroule sur le tore une bobine de Np spires. L’intensité I du solénoide
détermine H :
Bext NI ~

H= = ——1. 186
o 2’/TRue ( )

La variation §B du champ magnétique a Uintérieur du matériau a étudier entraine un variation du flux §& = NgSoB
a travers la bobine & Npg spires. Il apparait entre les bornes de la bobine une force électromotrice :

de

=——. 187
On peut alors utiliser :
0P
0B=—— 188
NgS’ (188)

pour ensuite tracer B = B(H).

S. Ferromagnétisme

Le ferromagnétisme correspond & 'aimantation d’un matériau sous 'effet d’'un champ magnétique extérieur. Ce
matériau garde cette aimantation méme aprés la suppression du champ magnétique extérieur. L’aimantation ferroma-
gnétique est de 1’ordre de 10° fois plus grande que celle des corps paramagnétiques. La conséquence la plus importante
est la modification trés importante, de 'ordre de 10% du champ magnétique & l'intérieur du matériau.

Pour des cristaux monoatomiques, seuls le fer, le cobalt, le nickel, le gadolinium et le dysprosium sont ferromagné-
tiques. Certains alliages sont aussi ferromagnétiques. Le gadolinium devient paramagnétique au-dela de 7' > 16 °C et
le dysprosium au-dela de T > —180 °C.
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1. Courbe de premiére aimantation

On veut déterminer M en fonction de H. Pour cela, les conditions initiales sont trés importantes. Il faut que
I’échantillon soit désaimanté ou n’ait jamais été aimanté. On utilise souvent des échantillons en forme de tore pour

éviter les effets de surface. Le champ H est controlé par l'utilisateur & ’aide du courant électrique dans le tore.
On obtient d’abord B(H) puis M = Bl(f) — H. Expérimentalement, ’aimantation croit d’abord linéairement, puis
rapidement avant de tendre vers une asymptote Mg,;. La valeur de saturation dépend de 1’état de I’échantillon. En

général, on fait varier Beyt entre 0 et 1 T.

Matériau 10 Mgayr /T T:/°C T,/°C
Fer 2.14 1043 1101
Cobalt 1.76 1393 1401
Nickel 0.6 631 650

TABLE I — Exemple de matériaux ferromagnétiques et paramagnétiques.

La susceptibilité magnétique suit la loi de CURIE-WEISS :

C

= = 1
T (189)

Xm
ot T}, est la température CURIE paramagnétique, légérement plus élevée que la température de transition ferroma-
gnétique T¢.

2. Interprétation du ferromagnétisme (P. WEIss, 1907)

On peut découper le matériau en différents domaines de taille variant de 10 & 100 pm, dont I"aimantation pointe
dans la méme direction dans un domaine. Dit autrement, les dipdles magnétiques d’un domaine sont tous orientés
dans la méme direction. [’aimantation de chaque domaine est une aimantation spontanée, ainsi sans aimantation,
on a (M) = 0. Ces domaines sont séparés par des parois ou I"aimantation change graduellement. Par exemple, dans
une paroi de BLOCH, 'aimantation tourne de 7. D’autres angles sont possibles suivant les symétries des matériaux.
Le changement de direction de l'aimantation d’un axe difficile & un axe facile est acompagné d’un changement de
Iénergie totale du matériau. Cette différence est appelée ’énergie d’anisotropie magnétique et est due au couplage

spin-orbite.

Lors de I'application d’un champ croissant, les domaines magnétiques orientés suivant le champ sont énergétique-
ment favorisés, donc ils croissent tandis que les autres domaines représentent des volumes de plus en plus faible.
L’aimantation totale s’effectue par déplacement de parois.

3. Hystérésis

Aprés aimantation a saturation de I’échantillon, on souhaiterait savoir comment le désaimanter. On peut faire
décroitre le champ H et on constate alors que le champ magnétique B ne décroit pas comme lors de la croissance
durant la premiére aimantation. On parle d’hystérésis. Les valeurs parcourus lors d’'une désaimantation sont plus
élevées, et allure de la courbe est différente de la courbe d’aimantation. Pour diminuer encore I'aimantation, il faut
alors inverser le sens de H en inversant le sens du courant dans le tore. Le champ magnétique s’annule alors pour une
valeur H = —H. dit champ coercitif. L’aimantation s’annule pour un champ légérement plus faible que H,.

4. Ferromagnétisme douz et durs, cycles d’hystérésis et pertes par hystérésis

Les matériaux ferromagnétiques peuvent étre classés comme doux ou durs (aimants permanents). Les matériaux
doux sont tels que H. < 100 A.m~! et ont un cycle d’hystérésis étroit comparé aux matériaux durs. Ils ont une grande
perméabilité. Les aimantations et désaimantations successives produisent des pertes d’énergie par hystérésis.

Pour effectuer un cycle d’hystérésis, on utilise un courant alternatif dans le tore. Le champ H varie de —H,,, & H,,,.
Aprés un certain nombre de périodes, on obtient B qui décrit une courbe fermée, symétrique par rapport a 1’origine.
Cette courbe est appelée cycle d’hystérésis.
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La détermination des cycles d’hystérésis permet d’évaluer les pertes énergétiques des matériaux magnétiques soumis
a des champs alternatifs. Le générateur qui aimante le matériau lutte contre la force électromotrice d’induction

e = f‘fi—f ou @ est le flux d’induction de B qui traverse la bobine torique de mesure. Il doit alors fournir un travail :
OW = —epl 6t =90P1. (190)

Pour un bobine torique & N spires, on a ® = NBS et H = % d’ott :
OW =27RSHéB=VH{B, (191)

ou V =27 RS est le volume du tore. La perte par cycle et par unité de volume est alors :
1
wcycle:—// 5W:§I§H-5B:§I§/¢OH-5M. (192)
4 c c

T. Aspect microscopique du ferromagnétisme

L’aimantation spontanée est due au magnétisme orbital causé par les mouvements des électrons de valence et au
magnétisme de spin. Chaque électron se comporte comme un dipdle magnétique ponctuel.

Le magnétisme orbital est en général trés faible dans la plupart des matériaux car les liaisons chimiques localisent
les fonctions d’ondes électroniques des électrons des bandes de valence et bloquent leurs directions dans ’espace. Le
couplage relativiste spin-orbite permet de produire un faible magnétisme orbital.

Pour les métaux de transition, la couche électronique externe 3d est incompléte et est alors en général ferromagné-
tique. P. WEISS introduit en 1907 la notion phénoménologique de champ moléculaire. C’est un champ magnétique
fictif interne proportionnel & I'aimantation M qui orienterait les dipoles de spins dans la méme direction. Les calculs
montrent qu'un tel champ magnétique n’existe pas car il doit dépasser les 10% T. En 1928, HEISENBERG introduit
I’hamiltonien :

H=-%"7;8-8;, (193)

i>7

ot les J;; sont les interactions d’échanges entre les spins des atomes voisins. Ces interactions dépendent des recouvre-
ments des fonctions d’ondes des atomes voisins. J;; est trés sensible a la distance entre atomes. Des calculs montrent
que la distance entre atomes voisins doit étre suffisamment grande pour que J;; > 0.

Expérimentalement, entre les premiers voisins, J; 2 > 0 pour le fer, le cobalt, et le nickel qui sont ferromagnétiques,
alors que J; 2 < 0 pour le chrome et le manganése qui sont antiferromagnétiques. Pour ces derniers, la distance entre
atomes sont suffisamment faible pour qu’il y ait superposition des orbitales et donc exclusion des spins d’aprés les
principe de PAULL. Pour ces matériaux, la transition de phase de magnétisme se fait a la température de NEEL Tx.

III. ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LA MATIERE
A. Equations de MAXWELL dans le vide et la matiére

Dans le vide, les équations de MAXWELL peuvent étre écrites :

V-E:E— V-B=0
0

OE (194)
VXEz—%—]tg VXB:MO]"‘EONOE

ol p est la densité de charges et 7 est la densité de courant. Dans un matériau diélectrique, ces équations peuvent étre
réécrites avec les vecteurs D et H :

V.D=yp; V-B=0

OB oD, (195)
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ol py est la densité de charges libres et j; est la densité de courants libres. Pour un matériau linéaire, les équations
se simplifient telles que :

V-E:p?f V'BZO

0B

OB (196)
VXE:_E V X B =pujs+ pe—-

ot

ou € = gg&, est la permittivité diélectrique du matériau et u = pgu, est la permeéabilité magnétique du matériau.
Enfin, on rappelle les conditions aux limites & la surface entre deux matériaux :

# D.dS = Qf = €1E1"L = €2E27l, (197)
P
#B.dszo;»Bl,L:Bg,L, (198)
P
)

%E-dl:——//B-dS:ElﬂzEQH, (199)

c ot Js ’ ’
ng-dI:Ierg//DodSéHL”—H?H:Kfxﬁn o Du_ By (200)
c ot JJs ’ ' K;=0 [ 2

B. Equation d’onde
1. Introduction

Dans 'espace et en ’absence de charges et de courants électriques, les équations de MAXWELL s’écrivent :

V'E:O V-B:O
OB IE- (201)

VXE=—— V X B = -
ot SO0y

C’est un ensemble d’équations différentielles aux dérivées partielles de premier ordre. On peut les découpler en appli-
quant le rotationnel & la troisiéme et & la quatriéme équation :

VX (VXE)=V X (—8B>:>V(V.E)_VQE:_3VXB

ot ot
0°E
2, _ . 202
= —V°E = —coo— 5 (202)
2
E
— —-V’E=0
= €olo BIP
De méme :
0’°B 9

Les équations différentielles obtenues sont découplées mais de second ordre. Nous pouvons conclure que dans le vide,
les composantes de E et B satisfont a I’équation d’onde classique :
1 9*f
v2 Ot2
C’est I’équation de propagation d’'une onde f a la vitesse v. Les ondes électromagnétiques se propagent donc, dans
I’espace, avec une vitesse ¢ donnée par :

~ V3 =0. (204)

=299 792 458 m.s" 2. (205)

CcC =
oMo

C’est une vitesse exacte, posée par définition. La définition du métre est fondée sur cette valeur de c. Les deux
constantes g et pg qui apparaissent, respectivement, dans les lois de GAUSS et d’AMPERE-MAXWELL, sont mesurées
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dans les laboratoires et sont directement reliées a la vitesse de la lumiére. Ainsi, on a pu mesurer la vitesse de la
lumiére indirectement, sans faire une expérience d’optique. Nous pouvons nous rendre compte, aujourd’hui, que la
correction de MAXWELL a joué un roéle trés important en électromagnétisme et dans le développement de la physique
moderne. Sans cette correction, on ne peut obtenir I’équation d’onde.

Dans la matiére et en I’absence de charges libres et de courants libres, les équations de MAXWELL s’écrivent :

V:-D=0 V-B=0

. 206

VxE:fa—B VxH:a—D (206)
ot ot

Si le milieu est linéaire (homogeéne et isotrope), € et p ne varient pas an fonction de la position donc D = ¢E et
B = yH et on peut réécrire les équations précédentes en :

V-E=0 V-B=0
OB oD- (207)
E=—— B=cy—
V X N V X e 5
Ainsi, dans la matiére 'onde électromagnétique se propage avec la vitesse
1 1
coko., <, (208)

v = = = Cc =
VER ep Ve n

ou on définit 'indice de réfraction n = , /SZO = /e-ptr. En principe, I'indice de réfraction change un peu avec la

fréquence de la lumiére. Ceci donne lieu a la dispersion de la lumiére par un prisme, a ’arc-en-ciel, . ... Dans la suite,
nous allons développer la théorie des ondes électromagnétiques et pouvoir ainsi comprendre la réflexion, la réfraction,
I’absorption et la dispersion de la lumiére. Ceci permettra de relier la théorie de I’électromagnétisme a ’optique.

2. Cas d’une propagation a une dimension

La forme d’une équation d’onde & une dimension (selon I'axe x) est :

10%f o7
R A (209)
v2 Ot Ox?
ou v est la vitesse de propagation de 'onde dans le milieu. Il s’agit d’une équation de D’ALEMBERTH On peut définir
a2 a2
Popérateur d’alembertien [ = % — l%.

La solution de cette équation d’onde est de la forme f(z,t) = g(z — vt) = g(y). En effet :
o*f 9% t82f_ 2, 0%g

—— =S et —— = . 210
0x2  Oy? ot? Oy? (210)
La fonction g(y) peut étre n’importe quoi et est solution de I’équation d’onde tant que y = x — vt. Si on pose
y = x — vt = cste, un point quelconque A de la fonction d’onde g(y) se déplace a droite avec la vitesse v. En effet,
si x augmente, vt augmente de telle sorte que x — vt reste constant. L’équation d’onde admet également une solution
f(z,t) = h(x + vt). Une combinaison linéaire de ces deux solutions est une solution de I’équation d’onde :

f(z,t) = g(x — vt) + h(x + vt). (211)
A Tinstant t =0, on a :
f(x,0) = g(z) + h(z), % = —vg'(z) + vh' (). (212)
On a donc la condition suivante :
. OI L’ = () + h(a), (213)

1. La démonstration n’est pas reprise ici.
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avec g(0) = h(0). On obtient alors :

1 1 [*df
o) = (rw0 =1 ["Sarr).
v Jo dt
1 ey (214)
h(z) == 0)+ - —da’ ).
@ =5 (s ["Far)
3. Ezxtension a trois dimensions
L’équation de propagation a trois dimensions est :
1 0%f 9
— == — =0. 215
2oV (215)
pour f une fonction scalaire. L’opérateur d’alembertien est défini de maniére plus générale par [ = V? — %g—;. Pour
un vecteur :
10%A
VZA - -—~=0. 216
v Ot2 (216)
4. Ondes sinusoidales et notation compleze
On considére une onde sinusoidales de la forme :
f(z,t) = Acos(k(x — vt) + ) = Acos(kz — wt + ), (217)

ou A est Pamplitude, k la norme du vecteur d’onde, v la vitesse de propagation, w = kv est la pulsation de 'onde et
0 la phase a l'origine. On a la relation de dispersion :

w
v=—. 218
. (218)
On définit la longueur d’onde par f(z + A\, t) = f(z,t) = A = 2?” De méme, on définit la période d’oscillations par
fla,t+T) = f(z,t) =T = 27” = i—g = % et la fréquence associée v = % = 1. Cette oscillation sinusoidale se déplace
vers la droite. L’oscillation sinusoidale se déplagant vers la gauche est donnée par :

fz,t) = Acos(kx + wt — 9). (219)

Si on compare avec la fonction d’onde se déplagant vers la droite, on s’apergoit qu’on a juste changé k an —k dans sa
fonction d’onde, d’ou le nom de vecteur d’onde, définissant la direction dans laquelle se propage 1’onde.
On peut associer & cette onde sinusoidale réelle une onde complexe :

fa,t) = Acitka=en), (220)

ou A = Ae'® est Pamplitude complexe. On peut alors retrouver ’onde réelle avec :

f(z,t) =Re{f(z,t)}. (221)
Toute combinaison linéaire de fonctions sinusoidales est une solution de I’équation d’onde :
+00 )
f(z,t) = A(k)elke=wt) g, (222)

— 00

Toute fonction d’onde peut s’écrire comme une combinaison linéaire de fonctions sinusoidales (elles forment une base
de fonctions).
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5. Polarisation

Le mouvement d’une onde sur une corde est transversal, l’onde dans un ressort est longitudinale et I’onde de son
est également longitudinale. Pour les ondes transversales, il y a deux directions de mouvement, perpendiculaires a
la direction de propagation. Le mouvement d’une corde du bas vers le haut constitue la polarisation verticale et le
mouvement de gauche & droite constitue la polarisation horizontale.

On considére une propagation selon 1,. Toutes les autres directions peuvent étre représentées par le vecteur 0, =
cos(0)t, + sin(f), appelé le vecteur de polarisation, ou 6 est angle de polarisation. Ce vecteur définit le plan de
vibration et est perpendiculaire & la direction de propagation. La fonction d’onde est alors donnée par :

f(z,t) = Ae'F*=Dq, = Acos(9)e! =iy, + Asin(f)e! PV, (223)

L’onde peut donc étre décrite comme superposition d’une onde verticale et d’une onde horizontale.
On décrit en général la polarisation dans le plan z =0 :

E,(0,t) = Eygcos(wt — 1), E.(0,t) = E, ocos(wt — ¢2). (224)

La pointe duchamp électrique E = E i, + E., décrit une courbe dans le plan Oyz. Plusieurs polarisations sont
possibles selon la valeur de Ap = oy — ¢ :
— 81 Ap =0 (mod ), alors le champ E garde une direction fixe et 'onde est polarisée rectilignement suivant la
direction donnée par le vecteur E;
— sinon on peut écrire a partir de (224)) :

E, \’ (E )2 E, E. g
— + — 22— Ccos = sin . 225
( E) ) 2 cosle) = sin(v) (225)

C’est I’équation d’une ellipse et la polarisation de I'onde est dite elliptique. La polarisation est dite droite ou
gauche selon le sens de rotation, déterminé a partir la dérivée de E,(0,¢ = 0).

dE,
dt

=FE,owsin(p) >0 0< p <. (226)

Dans ce cas 13, & t = 0 Ey est maximal et, quand £, diminue, . augmente. C’est le cas d’une polarisation
droite. A l'inverse, si m < ¢ < 27, at =0 E, est maximal et, quand £, diminue, £, diminue. C’est le cas d’une

polarisation gauche.
+ =] =1 227
(EI,O ) Ey,() ( )

— le cas A¢ = § (mod 7) est particulier :
C’est I'équation d’un cercle et la polarisation de 'onde est circulaire (gauche ou droite de la méme maniére).

6. Polariseur

Le polariseur est un instrument d’optique permettant d’absorber une des composante du vecteur champ électrique et
laisse passer ’autre composante. Ainsi, une lumiére non polarisée en entrée du polariseur sera polarisée rectilignement
selon ’axe du polariseur en sortie. Si la lumiére entrante est polarisée rectilignement avec une intensité Iy, avec un
angle « entre I’axe de polarisation et 1’axe du polariseur (ou analyseur), alors l'intensité en sortie sera donnée par la
loi de MALUS :

I = Iyt cos*(a), (228)

ou t est le coefficient de transition de la lame.

7. Lame a retard

Une lame a retard est constitué d’un matériau (cristal) biréfringente anisotrope dont l'indice de réfraction dépend
de la direction. On appelle axe lent et axe rapide les axes suivant lesquelles n = n; est maximal et n = n, est minimal.
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Avec An = n; —n,., pour une onde de pulsation w, la différence de phase induite entre les composantes rapide et lente
de 'onde sont :

A¢::55An, (229)
C

ou L est I'épaisseur du matériau traversée. On distingue les lames demi-onde o A¢ = 7 et les lames quart-d’onde ou

Ap=1

Lame demi-onde. On considére une onde polarisée rectilignement. L’axe de polarisation forme un angle 6 par
rapport a l’axe lent (1,). L’onde en sortie est alors décrite par :
E = Ej cos(#) cos(wt)li, + Epsin(f) sin(wt + A¢)t,
= Ej cos(0) cos(wt)l, + Ep sin(f) sin(wt + ), (230)
= Eq cos(f) cos(wt)lt, — Ep sin(#) sin(wt),,.

Cela correspond & une onde polarisée rectilignement avec un angle —6 par rapport a I’axe lent. La lame demi-onde
fait donc tourner le plan de polarisation d’un angle 26.

Lame quart-onde. On considére une onde polarisée rectilignement. L’axe de polarisation forme un angle 6 par
rapport a l’axe lent ({1;). L’onde en sortie est alors décrite par :
E = Ej cos(0) cos(wt)li, + Ey sin(f) sin(wt + A¢)1,
= Ej cos(f) cos(wt)l, + Ey sin(f) sin(wt + m/2)1, (231)
= Ej cos(0) cos(wt)l, + Eo sin(0) cos(wt) .

us

Cela correspond & une onde avec une polarisation elliptique. Si # = 7 (mod 7), la polarisation est alors circulaire.

8. Conditions aux limites, réfraction et transmission

A la limite d’une corde (z = 0), on attache une deuxiéme corde de fagon a ce que seule la densité linéique de masse
v change d’une corde a I’autre et que la tension T reste la méme dans les deux cordes. Soit fr(z,t) = AselF1e=wt) 1a
fonction d’onde incidente dans la premiére corde. On ignore la polarisation de 'onde pour le moment. La vitesse de
propagation de 'onde dans les deux cordes sera différentes :

| T [T
v =4/ — et vg =4 —. (232)
125} H2

On s’attend qu’a la limite de la premiére corde, ’onde incidente soit partiellement transmise et partiellement réfléchie.
Les formes de ses deux ondes sont données par :

fr(z,t) = Agel-hiz=wt)
fir(e,t) = Aget=en.

L’onde incidente s’étend de £ = —oco0 & x = 0 et 'onde transmise de z = 0 & z = +o00. Les deux vitesses sont différentes
dans les deux cordes :

(233)

ﬂ_/\l_k‘g

= - == 234
U2 A2 k1 ( )
Pour une onde sinusoidale, la fonction d’onde compléte est donnée par :
a H=A i(kiz—wt) A i(—kiz—wt) P <
fla,t) = IO = A P Age sie 0, (235)
fo(z,t) = Apellkaz—wt) siz > 0.
A x =0, la fonction d’onde doit étre continue et dérivable. On obtient donc les conditions :
J-(0,t) = f4(0,t) Ar+Ap=Ar Ap = ;ffk Af Ar = Ugiz el(0r=01) 4,
or- _ofs _ = _ Eiik = b0 (51 ~5r) (236)
B = o (A7 — Ap)kr = Arks AR = o Ar Ar =T Ar
V2 —U1q

Si pe < pp alors ve > vy et v tvs > 0 donc dg = o7 = d0;. A Uinverse, si uo > pp alors vg < vy et 1124-31 < 0 donc
0r =67 +m et 7 = 0;. Enfin, si /Jg > 1, alors vo = 0. L’onde ne se propage pas dans le milieu 2 donc est *totalement

réfléchie, soit Agr = Ay et AT =0.
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C. Ondes électromagnétiques dans les diélectriques
1. Ondes électromagnétiques dans le vide

Les champs E et B dans le vide obéissent & ’équation d’onde classique caractérisée par la vitesse de la lumiére c. Les
ondes E et B sont des ondes planes monochromatiques. Planes car E et B sont dans le méme plan, monochromatiques
car ’onde correspond & une méme couleur donc méme longueur d’onde. Les équations de MAXWELL donnent :

V'E:V-B:0:>Em’0:Bx’0. (237)
Les ondes électromagnétiques sont transversales. La loi de FARADAY montre qu’il y a une relation entre E et B :
0B 1
c

Par convention, 'onde électromagnétique est polarisée suivant la direction de E. D’une maniére générale, une onde

plane monochromatique se propageant suivant la direction r, de vecteur d’onde k et polarisée suivant la direction 0,
s .

s’écrit :

. 1 . k
E= Eoel(k-rfwt)ﬁn’ B = 7E091(k-r7wt)m X ﬁn (239)
C

2. Energie, quantité de mouvement et vecteur de POYNTING d’une onde plane monochromatique

L’énergie par unité de volume emmagasinée par une onde électromagnétique dans le vide est :

1 1
WEM = (50E2 + B2> . (240)
2 Ho
Or, pour une onde électromagnétique, B2 = ];3—22 = gouoE?, d'our :
wpm = coB? = go| Ey|? cos? (kx — wt + ). (241)
La densité du flux d’énergie est donnée par le vecteur de POYNTING :
1
II=—(E x B). (242)
Ho

Pour une onde polarisée suivant ’axe y :

| Ey|? cos?(kx — wt + 0)

II oc = cwpMUg- (243)
L’énergie dans un volume AV = AScAt est donnée par :
W =weppm AV = wgp AScAt, (244)
et I’énergie par unité de surface et de temps est donnée par :
& = cwgy =1L (245)

Le champ électromagnétique transporte également de la densité de quantité de mouvement :
PEM = C%H- (246)
Pour une onde plane monochromatique, cette densité de quantité de mouvement devient :
PEM = %wEMﬁz = WEM = PEMC. (247)

On retrouve la définition de ’énergie d’un photon. Une onde plane monochromatique dans le visible se propageant
a la vitesse ¢ a une longueur d’onde trés petite et une fréquence trés élevée. On détermine alors souvent la valeur
moyenene de wgyr, II et pgys sur une période :

(wne) = 50l Bol’s (1) = clwenis, (o) = 7 (wear)i (21

Finalement, I'intensité lumineuse I = (II) est la puissance par unité de surface et de temps.
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8. Propagation d’une onde électromagnétique dans les matériauz linéaires

On considére un matériau linéaire sans charges et courants libres. La vitesse de propagation de I'onde plane mono-
chromatique est :

1 c
V==, 249
ZFion (249)
oun = \/\éil/jo > 1 est I'indice optique du milieu. Dans ce cas, la densité d’énergie, le vecteur de POYNTING et 'intensité
lumineuse deviennent :
L+ lp?), o 1(E xB), T ! |E,|? (250)
w = — I3 —_ = — = —Ev .
EM 9 1 ) 1 ’ 9 =0
A Tlinterface entre deux matériaux linéaires 1 et 2, on a les relations entre les champs Eq, Eo, By et By :
1 1
e1E1 1 =By 1, By =Ey), By 1 =By, ;Bl,u = ;Bz,w (251)
1 2

Ces conditions relient les champs E et B de part et d’autre de l'interface. On s’attend alors & ce qu’une partie de I’
onde incidente soit réfléchie et une autre transmise comme dans le cas des deux cordes.

4. Réfraction et transmission a incidence normale

Soit deux matériaux séparés par une interface portée par le plan Oyz en x = 0, tels que la vitesse de propagation
d’une onde soit v; quand z < 0 et vy quand 2 > 0. On a alors une relation de dispersion pour chaque matériau
donnant accés aux normes du vecteur d’onde k1 = f—l et ko = % Chaque matériau a également son propre indice de
réfractrion nq et ny. On a alors deux relations de dispersion vy = kil et vg = ,‘:—2 L’onde incidente est donnée par :

E((z,1) = Eq jeMo=ehq,
= T (252)
Br(z,t) = oo et ),
De la méme maniére, les ondes réfléchies et transmises sont données, en général, par :
ER(l‘,t) — E(),Re_i(klx—i_w”ﬁy ET(l‘,t) — EO’Tei(kxc—wt)ﬁy (253)
BR(x7t) = _%EO’Re—i(hz—&-wt)ﬁZ ’ BT($7t) _ iEO,Tei(ka_wt)ﬁz
On utilise alors les conditions de continuité a l'interface pour E et B pour obtenir :
Eo;+Eyr=E Eyr=:2E v
2017+ Do = 07 - )=or ] O = o (254)
1101 (EO,I 7E0,R) = pove =0,T EO’R = m X%}
Si py ~ 1, alors les résultats précédents sont applicables. Les amplitudes réelles sont données par :
_ 2 _ 2 _ 2
EO7T - mEO’I N1;#2 Uljjfz EO’I - nli;lz EO’I (255)
— 1= _ — o —
Eon= |12 Bor =, [550] Bos = [5232| Bos

On peut déterminer la fraction d’intensité réfléchie et la fraction d’intensité transmise en sachant que I = %EU\ESL
Pour cela, on définit les coefficients de transmission T et de réflexion R :

2 2 2
T — Ill — E2V2 (EO,T> — E2V2 ( 2 ) — E2V2 ( 2n1 )
I e1v1 \ Eo,r e1vr \ 1+ p1 R €101 ni+nso
== (8 - (=) 5. ()
1 0,1 + H1R o ni+nsz

Sans phénomeéne d’absorption de la lumiére, on a R+ T = 1.

(256)
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5. Réflexion et transmission d’une onde électromagnétique a incidence oblique

On reprend le cas précédent dans une situation plus général ou la direction de propagation de ’onde électro-
magnétique est oblique par rapport a l'interface avec un angle ;. Les ondes réfléchie et transmises ont également
respectivement un angle 0z et 6. L’onde incidente est généralement donnée par :

E[(r,t) = E, jeikrr—et)
I( ) —10,11(1 (257)
B](I‘,t) = Hm X E[(r7t)
Les ondes réfléchies et transmises suivent directement avec :
En(r, ) = B gel (=0 Ex(r, 1) = Eq peier ™= (258)
B(r,t) = -y X Eg(r,1) Br(r,1) = o ey X Er(r,t)
A partir des relations de dispersion, on peut relier les différents modules des vecteurs d’onde :
w=krvy = ]{ir?}1 = kpvy = kr = kR = Uﬁ]{JT = Ek‘T (259)
U1 ng

Les conditions aux limites doivent étre établies pour tout point r de U'interface (x = 0). Pour cela, il faut vérifier les
conditions :

r=0
ki-r=k.-r=k +r avec r= y ) (260)
z
On obtient donc :
2 _ _ kI,y = kR,y = kT,y
V(y,z) € R®, kryy+Fkr.2=kryy+kr.2=kryy+kr.z= . (261)
k[,z = kR,z = kT,z

Ainsi, les vecteurs ky, kg et ky sont coplanaires. On peut donc choisir le plan (x,y) tels que les trois vecteurs soient
contenus dans ce plan, et donc que k;, = kry = k1 et k7. = kg, = kr. = 0. Par conséquent, on peut écrire :

krsin(fr) = krsin(fr) = krsin(67), (262)
or, comme k; = kg, on a alors le loi de réflexion :
0, =0n (263)
Avec les relations de dispersion, on obtient également la loi de SNELL-DESCARTES :
ny sin(fy) = na sin(6r) (264)

On obtient alors les lois fondamentales de 1'optique géométrique.
Les facteurs exponentiels sont égaux et les conditions aux limites deviennent plus simples :

€1(Eo 1 +Eor) - 0z = £2Eo 7 - Uy (Bo,s +Bor) -1, = Bo7 - 01,
(Eo,s + Eo,r) - 0y = Eo,7 - 0y p2(Bo,r + Bo,r) - Gy = mBor - Gy (265)
(Eos +Eog) -0, =Eor -1, p2(Bor +Bog) 0. = 1By - 11,

Si la polarisation de 'onde incidente est paralléle au plan d’incidence, alors les équations de continuité donnent :

81(—E0,[ sin(91) + EO,R sin(QR)) = _€2E0’T sin(@T)

Ey 1 cos(0r) + Eo rcos(0r) = Eor cos(fr) . (266)
Hllvl (EO’I - EO’R) = H2V2 EO’T

En regroupant les deux derniéres équations, on obtient :

{Eo,l + Eo.r = akyr (267)

Eo 1 — Eo,r =vEo T
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ol a = Z SS((;I)) et v = —;Z; = /‘L;nz Ceci permet alors d’obtenir les équations de FRESNEL :
Eor= Eyret Bgr = —F (268)
I T I'
0,R ~ 0, 0, ~ 0,

L’onde transmise est toujours en phase avec ’onde incidente, par contre, 'onde réfléchie est en opposition de phase

quand «a < . On peut écrire :
\/1 — sin? \/ *1 51112(91)
. (269)

cos( 91 005(91)

A incidence normale, f; = 0 et & = 1. On retrouve les résultats précédents. Si 07 = 7, alors a — 400 et I'onde est
complétement réfléchie.

La réflexion nulle se produit quand ’angle d’incidence est égal a I’angle de BREWSTER g, correspondant au cas
ol o = +y. Ainsi, si p1 = pg :

tan(fp) = Z% (270)

La puissance de la radiation a Uinterface est IT - G, donc les intensités (IT - @1,,) des ondes incidente, réfléchie et
transmises sont :

I = %Elleg’I cos(fr)
Ir = 36101 E5 peos(Or) - (271)
Ir = %@vglE&T cos(fr)

Finalement, les coefficients de réflexion et transmission en puissance sont donc :
r-(=)
R=:E—
Iy a+y

I 2
-l
I a+y

(272)
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